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INTRODUCTION AUX SYSTEMES DYNAMIQUES
SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

Définition
Un systéme dynamique est un triplet (7, M, ®) ou T est un monoide noté
additivement, M est un ensemble et une application ® : T x M — M avec

®(0,z) =z
(I)(tl,q)(tg,x)):@(tl —l—tQ,.T), Vit €T

Dans la suite on s’intéresse aux cas ou le monoide T est N, ou Z . Ainsi
la définition d’un systéme dynamique discret peut étre formulée sous la forme
suivante:

Définition

On appelle systéme dynamique la donnée d’un couple couple (X, ¢) (dy-
namique & temps discret) ou X, appelé espace des phases, peut étre:

- un espace mesurable (X, 7): systéme dynamique mesurable

- un espace mesuré (X, 7, p): systéme dynamique mesuré

- un espace topologique (X, O): systéme dynamique topologique

- une variété différetielle (X, A): systéme dynamique différentiable

et ol ¢ : X — X est une application, appelée transformation du systéme
dynamique a temps discret, qui vérifie respectivement:

- ¢ est mesurable

- ¢ préserve la mesure

- ¢ est continue

- ¢ est différentiable

Dans cet exposé on s’intéresse aux systémes dynamiques a temps discret.
Un systéme dynamique a temps discret (X, ¢), est dit inversible si Papplication
¢ est bijective et 'espace (X , ¢_1) est aussi un systéme dynamique discret.

Conjugaison

Soient (X, ¢) et (X', ¢') deux systémes dynamiques, & temps discret. Une
semi-conjugaison de (X, ¢) dans (X', ¢’)) est une application h : X — X’
surjective telle que ho¢ = ¢’ oh. On dit que h est une conjugaison si h est une
bijection. Un systéme dynamique est semi-conjugué (respectivement conjugué)



a un autre systéme dynamique s’il existe une semi-conjugaison (respectivement
conjugaison) du premier dans le second.

Orbites

Soient (X, ¢) un systéme dynamique et x un point de I’espace des phases X.

L’orbite positive de z notée OT (z) est OT (z) = {¢" (z) : n € N} avec
¢° = id et "1 = ¢" o ¢ pour tout n € N. Si (X, ) est inversible, 1'orbite
de z, notée O (z), est, en notant ¢p~" = ((/)_1)” pour tout n € N, O (x) =
{¢" (z) :n € Z}

Types d’orbites

- Point fixe:

Un point fixe est un point z¢ qui satisfait ’égalité: ¢ (zg) = xo. Il est a
remarquer que dans ce cas ¢" (zg) = g, pour tout n € N. L’orbite d’un point
fixe est donc une suite stationnaire. Exemple: ¢ (z) = z3; les points fixes sont:
1,—1et 0.

- Point périodique

Un point zq est dit périodique s'il existe n € N tel que ¢™ (z¢) = x¢. Le plus
petit entier n qui vérifie cette relation est appelé période minimale de I'orbite
du point zg. Exemple: ¢ (z) = 22 — 1; les points 0 et —1 sont des points
périodiques de période minimale égale a 2. Si zy est un point périodique de
période minimale k&, alors xy est un point fixe de ¢™* pour tout n € N.

- Point éventuellement fixe ou éventuellement périodique

xo n’est pas fixe ou périodique mais un point de son orbite est fixe ou péri-
odique. Exemple: ¢ () =22 z=-1, ¢(@)=22-1, v =1.

On notera Per (¢) 'ensemble des points périodiques.

Remarques
La semi-conjugaison h envoie point périodique sur point périodique

h(Per(¢)) C Per (¢)
et envoie toute orbite de (X, ¢) dans une orbite de (X, ¢’)
Ve e X,h(0(z)) C O (h(zx))

De plus, si h : X — X’ est une conjugaison entre X et X’ ;| alors x est un
point périodique de (X, @) si et seulement si h(x) est un point périodique de
(X', ') et les périodes de x et h(x) sont alors égales.

Définition

Soit x € X un point périodique de période p. On dira que le point périodique
x est attractif s’il existe un voisinage U de x tel que pour tout y € U, on a
lim,, o0 P (y) = x.

Si h est une conjugaison entre (X, ¢) et (X’,¢’) a.lors  est un point péri-
odique attractif de (X, ¢) si et seulement si h () est un point périodique attractif

(X7, 9).



Exemples
¢ (z) =% -1,
Les points x = 0 et z = 1 sont périodiques de période 2. Leur orbite est

{0, 1}

Théoréme de Sharcovski
Définition:
L’ordre de sharcovski est I'ordre de tous les entiers positifs ayant la forme:

3<15<1...2.3<12.5<12% 5<...<12"...<12% 12«11

Théoréme de Sharcovski

Si ¢ admet un point périodique de période n, alors elle admet un point
périodique de période tout nombre k, tel que n<k.

Corollaire

Si ¢ admet un point périodique de période 3, alors elle admet des points
périodiques de n’importe quelles périodes.

La démonstration de ce théoréme et de son corollaire est assez longue mais
elle nécessite uniquement des outils classiques de mathématique entre autre le
théoréme des valeurs intermédiaires.

Dynamique symbolique
On considére 'ensemble des suites: X = {a: = ()50 : Vi > 0,2; € {0, 1}}

oo

Pour tous z,y € X, on pose d(z,y) = Z%%m
=0

(X,d) est un espace métrique.

Théoréme

Soit z,t € X et supposons s; =t; pouri=0,1,2,...,n. Alors d(s,t) < 2%
Inversement, si d(s,t) < 2%, alors s; =t; pour i <n.

Démostration

Sis; =t; pouri=0,1,2,...,n, alors

S [ =1 1
A= 2, =5 = 2 5=

i=n+1 i=n-+1

D’autre part, si s; # t; pour un certain j < n, alors

1 1
d(s,t) > — > —
(5:8)2 5 2 5.
1

Par concéquent, si d (z,t) < 5,

alors s; = t; pour 7 < n.

Application shift (décalage)
Définition



L’application shift ¢ : X — X est définie pary

o (sps182...) = (818283...)

Proposition

L’application shift est continue sur X.

Démonstration

Soit s = $pS18283.... Montrons que o est continue au point s. Soit € > 0,
on prend n tel 2% < e. On choisit donc § = ﬁ Si t est un point de

X tel que d(s,t) < § alors t; = s; pour i < n+ 1. Maiss dans ce cas o (t) =
81--Snt1tntatnys... admet les méme n premiers que o (s), alors d (o (s),0 (t)) <
QL Par suite o est continue en s, et donc continue sur X, car s est quelconque
dans X.

Points périodiques

- L’ensemble Per (o) des points périodiques de o est dense dans X.

Démontration

Soit € > 0 et s = $9s18283... un point de X. Montrons qu’il existe un point
périodique ¢ de o tel que d(s,t) < e. Pour cela on prend n tel que 2% <e. On
choisit ¢ un point périodique de période n+ 1 tel que t; = s; pour i < n. Alors
d(s,t) < 57 <e.

-1l existe une orbite dense dans X.

Démonstration

11 suffit de choisir un point de X qui contient toutes les conbinaisons possibles
de longueur n, pour tout n € N*, par exemple

s=0100 110110000 001 010 100 011 101 110 0000 1111 O111...

Soit € > 0. Pour tout ¢t € X il existe m € N tel que d (¢™,t) < &, car pour tout
n € N il existe m € N tel que les n premiers termes de ¢ soient les mémes que
ceux de o™ (s).

DYNAMIQUE SUR LE CERCLE

Rotation du cercle

Soit S1 = {s € C:|z| =1} le cercle unité du plan réel euclidien usuel. La
rotation d’angle 6 € R/27R est ’homéomorphisme de S; dans S; défini par

z— ez

Elle est dite rationnelle si 6 € 27Q, et irrationnelle sinon.

Le systéme dynamique (5’1, Z eiaz) ainsi défini est inversible. Si 6 = 277%
avec p € Z, q € N*, et p et ¢ premiers entre eux, alors tout point de S; est
périodique de période g pour la rotation d’angle 6.

-Une rotation irrationnelle R, n’a pas d’orbite périodique, et toute orbite
est dense.

Démonstration

Soit A C S la fermeture d’une orbite. Si cette orbite n’est pas dense
dans S; alors S1\A est un overt non vide invariant par R, qui est réunion



d’intervalles overts disjoints. Soit I l'intervalle le plus long de ces intervalles.
Comme la rotation préserve les distances, alors les itérés RZ (I) de I con-
stituent une suite d’intervalles de méme longueur, qui ne se rencontrent pas
car sinon S1\ A contient un intervalle plus long que I. Comme « est irrationnel
alors aucun itéré RE (I) de I ne peut coincider avec I, car sinon l'extrémité
x de I va coincider avec l'extrémité = + ka de RE (I) c’est-a-dire on aura
z+ka = zmod(l) = ka = | = a = L. Par suite I'union des inter-
valles R (I) qui sencée étre incluse dans [0, 1] n’est pas bornée, ce qui est une
contradiction.

Homéomorphismes du cercle
Orientations

Etant donnés trois points a,b et ¢ sur S, on dit que ¢ € [a,b] si on passe
par ¢ quand on se déplace de a vers b suivant le sens trigonométrique.

On dit qu'un homéomorphisme f : S; — S; préserve l'orientation si pour
tous points a,b et ¢ de S1, ¢ € [a,b] = f(c) € [f (a), [ (b)]

Un homéomorphisme du cercle, soit il préserve l'orientation soit il inverse
Porientation.

Lifting (relévement)

Soit p: R — S1, p(t) = e*™ et soit ' : R — R, telle que F(t+1) =
F (t) 4+ 1. Alors on peut définir f: S; — S1 par f(p(t)) =p(F(¢))

A partir d’'un homéomorphisme f : S; — Sp, peut-on obtenir F' : R — R,
telle que F (t+1)=F(t)+ 17

Définition

On appelle lift d’une application f :S; — S; toute application F: R — R,
telle que p(F (t)) = f(p(¢¥)), Vt € R.

Proposition

Chaque application f : S; — S; qui préserve l'orientation admet un lift
croissant F' : R — R. De plus F' est application strictement croissante et
Fit+1)=F({t)+1,vteR.

Démonstration

On construit d’abord F' sur [0,1]. Soit @ € R un nombre tel que p(a) =
f(p(0)). Posons F (0) =a et F (1) =a+1. Quand z croit de 0 & 1, p (x) décrit
tout le cercle dans le sens trigonométrique. Comme f préserve l'orientation
alors f (p(z)) est une rotation simple dans le sens trigonométrique de f (p (0)).
pour chaque z € ]0,1[ on définit F (z) par 'unique point y compris entre a et
a+1tel que p(y) = f (p(x)).

On prolonge maintenant F' sur R de la maniére suivante. Tout nombre
z € R g’écrit sous la forme z+k avec x € ]0,1[ et k € Z. On pose par définition
F(z) = F(x)+ k. Il est évident que F ainsi définie est strictement croissante
et vérifie: F'(t+1) = F (t)+1,vt € R.

Proposition

Soient F' et G deux lifts de f : S; — S;. Alors il existe n € Z tel que
VteR,G(t) = F () +n.



Démonstration
Soit F' et G deux lifts de f.

VteR,p(G(t)=f(p®) =p(F(t)

donc Vt € R,p(G (1)) =p(F (t)) dou il existe n € Z tel que Vt € R, G (t) =
F(t)+n

Nombre de rotation

Théoréme

Soit F': R — R une fonction croissante telle que F (t+1) = F (¢t)+1,V € R.

Alors lim,, % existe et ne dépend pas de x.

Démonstration pour x = 0

Lemmel

Supposons &k < F™(0) < k+ 1. Alors pour tout n € N, nk < F™" (0) <
n(k+1)

Démonstration

De I'hypothese on déduit facilement que F (t +m) = F (t)+m,Vt €e R,m €
Z. On démontre d’abord le lemme pour n = 2.

Shant que F' est strictement coissante en appliquant F™ a la double inégalité
k < F™(0) < k+ 1 on obtient F™ (k) < F?™(0) < F™(k+1), ce qui est
équivalent & F™ (0) +k < F?™ (0) < F™ (0) + (k + 1). En utilisant de nouveau
la double inégalité k < F™ (0) < k+ 1, on obtient: 2k < F™ (0) < 2(k+1).

Le n > 2 se démontre par induction en appliquant successivement F a la
double inégalité: k£ < F™ (0) < k+ 1.

Lemme?2

Supposons m,n > N , pour un certain N € N. Alors % o 2

- =<z

Démonstration

On va montrer que

70 _ w‘ < L. Notons qu'’il existe un entier

k tel que k < F™(0) < k4 1. D’aprés le lemme précédent on déduit que
nk < F™ (0) < n(k+1). Alors % < L:n(o) < % et % < 7171;’;1(0) < %,
Fm(0) _ F™"(0) 1

d’ou ‘T — ‘ < 5 < % En échangeant les roles de m et n on
obtient ‘FT(O) — FTTEO)‘ < % < % En utilisant 'inégalité triangulaire on

. F'm(o) Fn(o) 2
obtient ‘T — T’ <%

£7(0)

Lla suite ( ) est une suite de Cauchy donc elle est convergente.

Pour z € R il existe un entier naturel k£ tel que —k < x < k. Sachant que F'™

est croissante alors F™ (—k) < F™ (x) < F™ (k), ce qui est équivaut & F™ (0)—

k< F™(z) < F"(0) + k. Il s’en suit que lim,, FT(O) = limy, oo 2o

F'(s) _ (P (2)—a) E

Posons 7 (F) = lim,— lim,, , avec F un lift d’une
application f : S; — S qui préserve 'orientation.

Ona r(F)=r()=F—-FecZ

Définition



Le nombre de rotation d’un homéomrphisme f est défini par r (f) = lim,,_

ou bien 7 (f) = lim, . W

Proposition

mod (1), ot F est un relévement de f.

Si f admet un point périodique alors 7 (f) est rationnel

Démonstration

Si un point z est g—périodique alors f? (x) = z. Soit y € R tel que p (y) = «,
alors f4(p(y)) = pF?(y) = p(y) donc il existe p tel que F?(y) = y + p. Par
suite pour m € N on a
F™(y)—y 1 = i i mp _p

= qung“ (F'a(y)) — F'1(y) = 2 =&
i—

mq mq

Proposition

Soit f un homéomorphisme qui préserve 'orientation de Sy. Alors 7 (f) est
rationnel si et seulement si f admet un point périodique.

Démonstration

Il suffit juste de montrer que 7 (f) est rationnel alors f admet un point
périodique. Supposons que 7 (f) = g € Q. D’apres la définition du nombre de
rotation on a

P(F™) = B (™) ()~ a) = m lim L (f7 (@)~ @) =mr(f) (mod1)
n—oo M n—oo Mmn

alors 7 (f7) = 0. 1l suffit donc de montrer que si r (f) est nul alors f admet un
point fixe.

Supposons que 7 (f) = 0 et f n’admet pas de point fixe. Soit F le lift de
f tel que F(0) € [0,1[. Alors F(x) — 2z € R\Z pour tout z € R, car si
F(z)—x€Zonaurap(F (z)) = f(p(x)) =p(x), ce qui veut dire p (z) est un
point fixe de f. Dans ce cas d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires on
a 0 < F(x)—x <1 Comme F — Id est continue sur elle atteint ses bornes et
donc il existe un nombre § > 0 tel queu

0<d<F(z)—z<1-4<1

Du fait que la fonction F' — Id est périodique cette estimation est vraie pour
tout x € R. En particulier on peut prendre x = F* (0) et en sommant de i = 0
a1 =mn — 1 on obtient

nd < F"(0) <n(1-9)

Ce qui est équivalent &

F™ (0
0 < 70 <1-9¢
n
De cette double inégalité on obtient § < r (f) < 1— 4, ce qui une contradiction
avec 7 (f) =0.
Proposition

F" ()
n

mod (1)



Soit f un homéomorphisme qui préserve lorientation de S;. Alors si 7 (f)
est rationnel tous les points périodiques ont la méme période.

Démonstration

Soient F' et H des lifts respectivement de f et h: pF' = fp et pH = hp. Alors
H~! est un lift de h~'. De méme H'FH est un lift de h~! fh. Supposons
que H est tel que H (0) € [0,1[. On va estimer 'expression

|H™'F"H (z) — F" ()] = ‘(H‘lFH)” (z) — F" (z)

1) Pour z € [0,1J]ona 0—1< H(z) —2 < H(x) < H(1) <2 et en vertu
de la périodicité on obtient

|H (z) — z| < 2, vz € R
De méme maniére on obtient
|H! (z) — 2| <2, Vr e R

2) Sily — x| <2 alors |[F™ (y) — F™ (x)] < 3, car |[y] — [z]] <2, et donc on

SB<[yl =[] -1 =F"([y]) = F" ([z] + 1) < F" ([y]) = F" ([=])
<SF (Wl +1) = F* ([2]) = [y) + 1 - 2] <3

Des deux estimations 1) et 2) on déduit

H™'F"H (z) — F" (z)| < |H'"F"H (z) — F"H (2)|+|F"H (z) — F" (z)| < 2+3

alors
|H-'F"H (z) — F" (z)|

n

)
< —
n

Ce qui donne r(H 'FH) =r(F)

Théoréme

Si f et g =h"'fh sont deux homéomorphismes du cercle qui préservent
I’orientation, conjugués par un homéomorphisme qui préserve 1’orientation, alors
leurs nombres de rotation sont égaux

Démonstration

Soit 7 (f) = g, avec p et g premier entre eux. Il suffit de montrer que pour
tout point périodique p (z) il existe un lift F' de f pour lequel F9 (z) = z + p.

Sip (z) est un point périodique et F' un lift alors F" (x) = x4+ s pour certains
r,s €Z et

Fnr _
Y Y T ) R L B

q n— 00 nr n—oo Nr r



On peut choisir F' tel que k = 0, et donc on aura s = mp et r = mq. Si
F(z) —p > z alors d’aprés la monotonie on a

F2(x) =2p=F1(Fi(z) —=p) —p> F(z) —p>u

Par induction on obtient F7" (x) —s = F™4 (x) — mp > = contradiction. De
meéme pour le cas F9 (x) —p > x. Par suite F?(z) —p = z.

FRACTIONS CONTINUES
Définition
On appelle fraction continue finie un nombre écrit sous la forme

ol ag, ..., a; sont des entiers et si k > 1, a; sont supérieurs ou égaux a 1.

Pour simplifier I’écriture on note: [ag, ..., ak]

Exemples

1. Tout entier n € Z s’écrit comme une fraction continue : il sufit de prendre
k=0etn=ag.

2. Le nombre

3. Le nombre
ag=1et a; = 3.

1
2
4

3

est une fraction continue, avec k =1, ag = 0 et a; = 2.

s’écrit comme fraction continue : % =1+ %, donc k =1,

4. Le nombre % s’écrit comme une fraction continue : % =1 = 1+1 T, €t
donc k=2,a0=0,a; =1¢et ay =3. ’ ’

Proposition

. Tout nombre rationnel s’écrit comme une fraction continue finie.

Démonstration

Il suffit d’utiliser 'algorithme d’Euclide. : dans écriture [ag, ..., ar] d'un

rationnel comme fraction continue, ag, ..., a; sont les quotients successifs dans
les différentes étapes de
I’algorithme d’Euclide du numérateur par le dénominateur.

Exemple

o=%

On a
25 =3%x7+4
T=1x4+3
4=1%x3+1



Dans ce cas a peut s’écrire sous la forme

3% 744 4
=2 T _34=
“ 7 *7
1 1
=3+ mam =3+t 3
4+ L+3
=3+ S N
1+ T L+ o1

Définition
On appelle fraction continue infinie une expression de la forme

1
ao + 1 (1)
ay + T T
a2 az+
Fnn.
ol ag est entier et ol a1, a9, . . . sont des entiers supérieurs ou égaux a 1.

Pour simplifier I’écriture on note: [ag, a;...]

Algorithme de construction de la fraction continue associée 4 H

Soit o un nombre réel, qui n’est pas un entier. Alors [a] < . Alors on pose
ap = [a] et oy = ﬁ et donc a s’écrit sous la forme

1
a=la]+—
o

Si ay n’est pas entier, il peut & son tour étre représenté sous la forme

a1 = a7 + —
a2

avec a; entier et as > 1. On continue de méme avec as. A chaque étape, on
construit un nouveau réel «; > 1. Si «; est entier, on obtient que « est égal &
une fraction continue finie, et donc que « est rationnel. Si a; n’est pas entier,
alors on pose a; = [o;] et ;11 = ﬁ > 1.

Si ce processus s’arréte & un moment, c¢’est qu’on est tombé sur un «; entier,
et que donc « est rationnel. Sinon, on construit ainsi étape par étape une
fraction continue infinie dont les coeficients successifs sont les entiers ag, a1, as, ...
avec par construction a; > 1 dés que ¢ > 1.

Définition

Soit n un entier positif ou nul. On appelle réduite d’ordre n de la fraction
continue infinie (1) la fraction continue finie

m = [ag, ..., an]

Propriétés des réduites

10



Soit o = [ag, ..., @y, ...| un nombre réel.
Proposition
On définit les suites (p,,) et (g,) par récurrence en posant

po=aop, =1, pir=aa+1l, qg=a

et pour tout n > 1,

Prn+1 = PnOn+1 + Pn—1
Qn+1 = Gnan+1 + Gn—1

Alors pour tout n > 0, la réduite m d’ordre n de « est égale a la fraction 5—:

Démonstration

Pour n=0,1,2 c’est vérifié

Pour vérifier a 'ordre n + 1, sachant qu’elle est vraie pour n on utilise la
fontion

fn (JJ) = ag + 1
I
a2 az+
1
+an+ll.
Alors par hypothése de récurrence, fy, (a,) = ry, = 2o = Erod@ntPr_2 qopc
) ST AT " gn n—10n+qn—2"
— 1 — Pnt1
Tn+1 = f (an + an+1> = s
Proposition

Soient p,, et g, les suites définies par les relations de récurrence ci-dessus.
Alors
pour tout n > 1, on a
Pn—19n — PnQn—1 = (_1)n

Démonstration
La formule est vraie pour n = 1.. Supposons-la vraie pour un certain n > 1.
Montrons qu’elle est vraie pour n + 1. D’apreés les relations de récurrence on a

Pndn+1 — Pn+1Gn = Pn (qnan+1 + qnfl) - (pnanJrl +pn71) dn

= Pnln-1— Pn1dn = — Pn1Gn — Pngn-1) = — (=1)" = (—=1)"*!

Proposition
. Pour tout n > 2 on a

Pndn—2 — GnPn—2 = (_1)71 an

Démonstration
En utilisant les relations de récurrence on obtient

Pndn—2 — gnPn—2 = (pn—lan +pn—2) qn—2 — (qn—lan + Qn—Q)pn—Q
(279} (pn—lqn—Q - Qn—lpn—Q) = (_1)n (£79)

11



Proposition
On a
I1=g <q1<q2<gz...

Démonstration

Onagy=1et ¢ =a; >1=qy . Ensuite, la relation de récurrence ¢, 1 =
Gnln+1 + qn—1 permet de voir que tous les termes suivants sont strictement
positifs, vu que les entiers a,,

n > 1le sont. Alors pour tout n > 1, ¢ni+1 = GnGn+1+qn—1 > qu*x1+0=¢q,

Proposition

Les réduites d’indices pairs forment une suite strictement croissante

Les réduites d’indices impairs forment une suite strictement décroissante

Démonstration

D’aprés ce qu’on vient de voir on a pour
(=D"an

n > 27 T'n = Tn—2 = dn—2qn_1

d’otu le résultat.
Proposition
Toute réduite d’indice pair est inférieure & toute réduite d’indice impaire

Démonstration
On a d’apreés ce qui précede

(—1)2 o

T2k — T2k+1 = =
Q2k92k+1 Q2k92k+1
De la monotonie des deux suites d’indices pair et impair on déduit le résultat.

Proposition

La suite des réduites d’'un nombre « converge vers a.

Démonstration

Les deux suites d’indices pair et impair constituent des suites adjacentes,
donc elles convergent vers la méme limite. La suite des réduites est donc con-
vergente.

FORME GEOMETRIQUE DES FRACTIONS CONTINUES
Soit w €]0,1][ et w = [k1,ke,..., kn,...] son développement en fractions
/

continues. wp41 = {%} et kpi1 = [wi}

On définit application T : [0,1] — [0,1] par T :w — {i} Ce qui
donne T (w) = [k2, k3, ..., kn, ...

On va étudier certaines constructions géométriques des nombres k,,

On pose

_Pn

w = [kl,k‘g,...,k’n,...], wn:[kjl,k’g,...,k‘n}
Q'Il
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wy, est la meilleur approximation de w par des rationnels dont les dénomi-
nateurs sont inférieurs ou égaux a g, |w— wy,| < ﬁ

Les nombres ¢,, vérifient les relations de récurrence ¢n41 = kn+1Gn + qn-1,
avec (qo = 1, q1 = kl

Soit Sp le cercle unité. On note par R,, la rotation de S; d’angle w, R,a =
a+ w, avec « € [0,1]

Des inégalités

Fiw<l<(ki+1Dw

on déduit que S7 peut étre recouvert par ky 4+ 1 arcs de longueur w mais pas

par ki arcs.

Soit 0 € S7 un point fixé.

On note par Ago) Parc ouvert d’extrémités 0 et w.

Les arcs Ago) = R’fu_lAgO), 1 <4 < kp sont adjacent de longueur w et ne se
rencontrent pas.

On note par Agl) larc ouvert d’extrémités kiw et 0.

Le rapport entre les longueurs des arcs A§°) et Agl) est donné par

(1)
L(a) _1—kw 1=k (ot ko by )
l (Ago)) w 1/ (kl + [kZa cey knv D

= [k oo bin, ] = T (w)

Sachant que [ (Ag”) <l (A§0)>, on peut refaire le méme procédé pour ces

. n . .
deux arcs. Si on note par m le nombre d’arcs Ag ) nécessaires pour recouvrir
0 .
larc Ag ) on obtient

mi (A7) <1(af) < m+ 11 (al)

Ce qui est équivalent &

Par concéquent on obtient m = [ﬁ} = ko

Notons par Af) larc de A(lo) non recouvert par les m arcs A(ll). Alors
H(aP) i(aP) (1(al) ok (a) (@ (Agm))’l
(a) T (a®) \1(al”) - T (w)

1=k ([ka, ..., oy,
)

';'Pf = [k3y.es b,y )] = T2 (w)

13



(n)
En continuant les itération on obtientl(A(ilz) =T" (w) = [kn, knt1, -]
1
)

. -1 .
Si on recouvre l'arc Aﬁ” par m arcs Aﬁ") on obtient

mi (A1) <1 (A" V) < m+1)1(a)

Ce qui donne
Har )] [ L } — K

l (Agn)) AL (w)

2 A . 2 n 4 .
Géométriquement k,, représente le nombre d’arcs Ag ) nécessaires pour re-
. -1
couvrir l’arc Agn )
Exemples:

Le nombre d’or

x:1+1+ L T
1+ 11_’_
x=1+%:>x2—x—1=0

Ay x
Ay :1—=x
Az :2x—1
Ay :2 -3z
As:5x—3
Ag: 5 — 8z
A7 13z —8
Ag : 13 —21x
Ag : 34x — 21
Aig : 34 — b5bx
Aqq1:89x — 55

1) Un intervalle de longueur z ne peut pas recouvrir [0, 1], mais deux inter-
valles de longueur = peuvent recouvrir [0, 1]

2) Un intervalle de longueur 1 — x ne peut pas recouvrir lintervalle de
longueur x mais deux intervalles de longueur 1 —x peuvent recouvrir l'intervalle
de longueur z

3) Un intervalle de longueur 2 — 3z ne peut pas recouvrir l'intervalle de
longueur 1 — z mais deux intervalles de longueur 2 — 3x peuvent recouvrir
I’intervalle de longueur 1 — x

14



4) Un intervalle de longueur 5z — 3 ne peut pas recouvrir l'intervalle de
longueur 2 — 3z mais deux intervalles de longueur 5x — 3 peuvent recouvrir
I'intervalle de longueur 2 — 3x

Pour avoir ces recouvrements il est nécessaire d’avoir les conditions suivantes:

T 2 1 _ 2
l-z>f=3<2=2<3 T 3
T
1—x 3 1 _ 3 _3
2 -1>5=dzx>3=ua>% I =575
1+T
2x—1 5 1 5
2-3x>5 =8 <b=ux<3 E— 3
T
23z 8 1 —
Sx—3>5* =13 >8=x> 3 e =
1+ —1—
s T
i3
5—8:c>54;;3:>21gc<8=>x<2‘91
Br—8>558 — 34 >13=2>1

13-21x>%:>55x<34:>m<%
34w — 21 > 132212 — 80y > 55 = x> 23

2
34 — 55z > 342221 —— 144y < 89 = 1 < 3L

"y

2
89z — 55 > 34555 — 933y > 144 = © > 53
20736 << %0737
133552 133552

2) =12
ﬂzl—&—%, avec x > 1
T= g =V2+1=2+

V2-1
— 1 _ 1 1 _
\/§_1+;_1+2+%_1+%_...

l—2—1-22 —bx—2 — 5—-122 — 29—-60x — 1492 —-60 — 149—-358x —
865x — 358 — 865 — 2088z

1) Deux intervalles de longueur x ne peut pas recouvrir [0, 1], mais trois
intervalles de longueur = peuvent recouvrir [0, 1]

2) Deux intervalles de longueur 1 — 2z ne peut pas recouvrir l'intervalle de
longueur x mais trois intervalles de longueur 1—2x peuvent recouvrir 'intervalle
de longueur z

3) Deux intervalles de longueur 5z — 2 ne peut pas recouvrir 'intervalle de
longueur 1 — 2z mais trois intervalles de longueur 5x — 2 peuvent recouvrir
Iintervalle de longueur 1 — 2x

4) Deux intervalles de longueur 5 — 12z ne peut pas recouvrir 'intervalle
de longueur 5z — 2 mais trois intervalles de longueur 5 — 12z peuvent recouvrir
Iintervalle de longueur 5x — 2

3 % 2088z + 865z = 7129z

3 % 865 + 358 = 2953
2953/7129 = 0.414 22
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